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امیرحسین اصغری، دانشگاه جان مورس ليورپول    

مترجم: اطهر فیروزیان، كارشناس ارشد آموزش ریاضی

حدود 20 سال پيش، در كلاس ریاضی یک مدرسة راهنمایی، 
وقتی در حال تدریس عددهای منفی به گروهی از دانش آموزان 
13 ســاله بودم، اتفاقی افتاد كه داســتان آن را بارها به صورت 
شفاهی بيان كرده ام. تا همين اواخر، هميشه گمان می كردم كه 
این اتفاق تنها یک نمونــة خوب از خلق تعاملی یک مفهوم در 
یک كلاس ریاضی است. اما در یکی از پژوهش  های اخيرم دربارة 
تاریخ عددهای منفی]اصغری، 2019[، بخش به نظر بدیهی این 
داستان، یعنی خود عددهای منفی، به شکل جدیدی برایم روشن 
شد. در حقيقت به تعدادی از مزیت های بازنمایی رایج این عددها 

با یک علامت منها در مقابل آن ها، پی بردم.
ممکن اســت صحبت دربارة مزیت هــای چنين بازنمایی 
آشنایی، عجيب به نظر برسد. برای مثال، »واژه نامة استانداردهای 
ایالتی هستة مشترك برای ریاضی1« )2010(، عددهای صحيح را 

به شکل زیر تعریف می كند:
عــدد صحیــح2: عــددی كــه بــه شــکل a یــا 
a قابــل نمایــش اســت، بــه ازای هــر عــدد حســابی -a 

. [Asghari, 2019: 13-16] 
پس به نظر می رســد عددهای منفی با یک علامت منها در 
كنار آن ها تعریف می شوند و به همين دليل، ناچاریم »منفی سه« 
یا »منهای سه« را به صورت 3- بازنمایی كنيم. اما می توانستيم 
برای تمييز بين »منهای ســه«، مثلاً در »پنج منهای ســه« و 
»منفی سه« به عنوان یک عدد مستقل، از 3- استفاده كنيم. یا 
حتی می توانســتيم از دو رنگ  متفاوت برای تفاوت قائل شدن 
ميان عددهای مثبت و عددهای منفی بهره بگيریم؛ همان طوری 
كه چينی ها بيش از دو هزار ســال پيش از رنگ مشــکی برای 
 عددهای منفی و از قرمز برای عددهای مثبت استفاده می كردند

]Joseph, 2010[. پس چرا ما نماد a- را به جای هر نماد دیگری 

برای بازنمایی عددهای منفی آموزش می دهيم؟ گذشته از این ها، 
می دانيم كه استفاده از نماد مشابه برای عملگر )تفریق( و یک نوع 
عدد )عدد منفی( ممکن است برای دانش آموزان گيج كننده باشد.

اگر عددهای منفی به روش دیگری نمایش داده شــوند، چه 
اتفاقی می افتد؟ در اینجا ابتدا داســتان دانش آموزانی را می گویم 
كه نادانسته )حداقل در ابتدا(، بازنمایی دیگری از عددهای منفی 
را تجربه كردند. ســپس بازنمایی اختراعی آن هــا را با بازنمایی 
استاندارد مقایســه می كنم و در مورد جنبه های مثبت و منفی 
استفاده از علامت منها برای بازنمایی عددهای منفی شرح می دهم. 
مکالمه های زیر نعل  به نعل نيستند، ولی براساس اتفاقات واقعی 

هستند .
سؤال

معلم جوان، كه من هستم، به بچه ها می گوید: »به این جدول 
نگاه كنيد.«

»از چپ به راســت، عددهای هر خانه سه برابر می شوند و از 
راست به چپ، بر سه تقسيم می شوند. بنابراین می توانيم خانه های 

ردیف دوم جدول را در دو جهت كامل كنيم.«

»می دانيم كه در خانة بالای 81، عدد 34 و بالای 243 عدد 
1 چه عددی 

3
35 قرار می گيرد. اما در خانة بالای 1 یا بالای خانه 

بگذاریم؟ به عبارت دیگر، چه توانی از 3 با 1 برابر می شود؟
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اولین الگو
تعدادی از دانش آموزان )شــاید نيمی از كلاس( پاسخ دادند: 
»ببينيد! وقتی از 32 به 31 حركت می كنيد، توان نصف می شود؛ 

 باشد.«
1
23 پس خانة بعدی باید 

آن ها تصدیق كردند: »درســت است كه وقتی از 33 به 32، یا 
از 34 بــه 33 حركت می كنيم، این الگو وجود ندارد )می بينيم كه 
3، نصف 4 نيست(، اما مهم نيست. در حال حاضر خانه های سمت 

چپ 31 برای ما اهميت دارند.«

»خانه های سمت راست 32 از یک الگو پيروی می كنند )هر 
بار، به توان عدد سه یکی اضافه می شود( و خانه های سمت چپ 
32 از الگوی دیگری پيروی می كنند )هر بار، توان نصف می شود(.«

من گفتم: »اگر هدف ما فقط پر كردن خانه ها باشد، موفق 
شــده ایم. اما در این صورت، یــک ویژگی خيلی مفيد را كه در 
خانه های سمت راســت جدول داریم، از دست می دهيم: برای 
ضرب دو عدد از خانه های ردیف بالا )مثلًا 327 و 310( می توانيم 
پایه را بنویسيم و توان ها را جمع كنيم؛ یعنی: 337= 310×327. این 
ویژگی در خانه های سمت چپ وجود ندارد. شاید بتوانيم به یک 

×
1 1
32 1283 3 رابطه یا روش هوشمندانه  برای پيدا كردن حاصل  

1 به دست بياید. 
32

1 و 
128

برســيم؛ چيزی كه فقط با دانستن 
اما این رابطه هرچه كه باشــد، سخت تر از جمع دو عدد است.« 
)همچنين، حواسم به یک مفهوم مهم تر بود: بعداً می خواهيم با 

 كار كنيم كه در آن داریم:
1
23 معنی دیگری از 

× =
1 1
2 23 3 3

اما می فهمم كه دانش آموزان دیگر می خواهند چيزی بگویند. 
شاید آن ها الگوی دیگری مشاهده كرده اند؛ الگویی كه تا این حد 

منفصل نباشد.

دومین الگو
بقية دانش آموزان گفتند: »وقتــی از خانة 32 به 31 حركت 
می كنيــم، از توان 3 یکی كم می شــود. پس عــدد خانة بعدی 

می شود 30.«
مــن گفتم: »توجه كنيــد! وقتی از 33 به 32 یــا از 34 به 33 
می رویــم، هم این الگو برقرار اســت )می بينيد كــه 3 یکی از 4 

كمتر اســت(. به علاوه، حالا می توانيــم در31×30 توان ها را جمع 
كنيم و به 31 برســيم، و این همان چيزی است كه می خواهيم

. خب حالا تــوان 3 در خانة  )و )+× = × = =0 1 0 1 11 3 3 3 3 3 3
چيست؟« 1

3
بالای

آن ها پاسخ دادند: »اگر بخواهيم الگو را به همين شکل ادامه 
دهيــم، در این مورد توان 3 باید یکی كمتر از صفر باشــد؛ اما ما 

نمی توانيم یکی كم تر از صفر داشته  باشيم، می توانيم؟«
و ناگهان یک پيشنهاد مطرح شد؛ پيشنهادی كه هنوز هم بعد 

از 20 سال به صورت خوشایندی از آن شگفت زده ام.
یکی از دانش آموزان فریاد زد: »ببينيد! 31 یعنی فقط 3.  32 
یعنی دو تا 3 در هم ضرب شــوند. ما می توانيم آن ها را به شکل

1 یک تقسيم است، می توانيم 
3

× نمایش دهيم. پس چون ×2 13 و3

23÷ نشان دهيم!« 1÷ را به صورت 
2
1 3
3

و آن را به شکل

اســتفاده كــرده  بودیم، توافق  ×23 چون پيش تر از 32 برای
كردیم كه برای قســمت راست جدول همان نماد آشنای قبلی 

را به كار بریم.

كاری كه با این نماد اختراعی كردیم
این نماد )كه آن زمان پذیرفتم( شباهت های خاصی به نماد 
اســتانداردی داشــت كه در ذهنم بود. مهم ترین شباهتشان این 
بــود كه با این نماد، قانون جمع توان ها هنــگام ضرب در هر دو 
ســمت جدول برقرار می شد. برای مثال، برای پيدا كردن حاصل
می توانيم پایه را بنویسيم و توان ها را با هم جمع كنيم: ÷ ×27 103 3

17 و این قانون بــرای هر پایه ای كار می كند. 
1
3

، یــا همان  ÷173

سپس با یک قاعدة كلی كه در ذهن داشتيم، شروع به كاوش در 
نحوة انجام محاسبه با این موجودات جدید كردیم: می خواستيم 
قوانينی كه از توان می دانستيم را بی كم و كاست حفظ كنيم. ضرب 
عددهای توان دار به ما جمــع این موجودات جدید را می دادند و 
تقسيم عددها ما را به تفریق آن ها رساند. توانِ توان، به ضرب منجر 

شد و تقسيم به عنوان عکس عمل ضرب ظاهر شد.
از آنجا كه محاســبة توانِ توان، استدلال ریاضی مفيدی برای 
یکی از معروف ترین قوانين مربوط به عددهای منفی را در اختيارمان 

قرار می دهد، توضيح آن ارزشمند است.
می خواهيم هنگام محاسبه توانِ توان، پایه را نگه  داریم و توان ها 
) اعمال  )÷ ÷4 53 را در هم ضرب كنيم. اجازه دهيد این قانون را روی
 ( ) ( )÷ × ÷4 5 ) اما حاصل ) ( )a ÷ × ÷4 5 a) باید بشــود  )÷ ÷4 5 كنيم.

چيست؟ با هم ببينيم.
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(a ) a
(a ) a

÷ ÷
÷ ÷

= = =4 5 20
4 5 20
1 1

( ) ( )÷ × ÷ =4 5 پس باید داشته باشيم:20
ما تمام این محاسبه ها را در كلاس انجام دادیم. در این مرحله، 
سؤال اصلی برای من )به عنوان معلم( این بود كه چرا و چگونه باید 

نماد استاندارد یا همان علامت منها را معرفی كنم.

چرا
علامت هایی كه به اشتراك گذاشته می شوند، نقطة كليدی 
برای یک ارتباط اجتماعی موفق هستند. اگر هر كدام از ما نمادهای 
مختص خودمان را داشــته  باشيم، به زودی هيچ كس نمی تواند 
منظور دیگری را بفهمد و ریاضيات به یک بازی رمزگشایی تبدیل 
می شود. بنابراین هر مفهوم با مجموعه ای از نمادهای مورد توافق 
همراه می شــود كه یکی از آن ها نمایش 1- برای پاسخ معادلة 
s+1=0 است، نه 1÷. اما آیا انتخاب این نماد برای عددهای منفی، 
با توجه به شــباهت آن با نماد تفریق، عاقلانه اســت؟ در نهایت 
شــگفتی، دليل اصلی انتخاب علامت - برای نمایش عددهای 

منفی، همين استفادة دو پهلوست.
معمولاً وقتــی برای اولين بار در حــال كاوش در عددهای 
توان دار هســتيد، با عددهای منفی مواجه نمی شــوید. و از نظر 
تاریخی، قوانين علامت ها ابتدا در محاســبه های جبری و قبل از 
پذیرش عمومی عددهای منفی مورد استفاده قرار گرفت ]اصغری، 
2019[. برای مثال، وقتی عمليات روی عددهای طبيعی را درك 
كنيــم، تركيب آن ها، مثلاً ضــرب دوجمله ای ها نيز امکان پذیر 

می شود:
( )( )
( )( )
( )( )

a + b c + d = ac + ad + bc + bd

a + b c - d = ac - ad + bc - bd

a - b c - d = ac - ad - bc + bd
هيچ یک از این تســاوی ها به دانش عددهای منفی نيازی 
ندارد و درســتی هر كدام را می توان به شکل هندسی نشان داد. 
عبارت bd+ در )a-b()c-d( از این قانون نتيجه می شود كه »ضرب 
منها در منها می شود جمع« )نه این قانون كه »ضرب منفی در 
منفی می شود مثبت«(. در اینجا دانش عددهای صحيح مورد نياز 
نيســت و فقط علامت ها مهم هستند. این قانون را روی عبارتی 
مثل )7-3()5-2( هم می توانيم اعمال كنيم كه در حوزة عددهای 
طبيعی معنی دار نيست و به شکل هندسی رایج بازنمایی نمی شود. 
می توانيم چشم بســته قوانين را روی علامت ها به كار ببریم و به 

نتيجه برسيم:
( )( )− − = × − × − × + ×

= − − + =
2 5 3 7 2 3 2 7 5 3 5 7

6 14 15 35 12
جــدا از ضرب اصلی، همه چيــز در این زنجيره در محدودة 
عددهای طبيعی معنی دار اســت. پس عبارت )7-3()5-2( هر 

معنی و هر نتيجه ای كه داشته باشد، حتماً برابر با 12 است.
می توانســتيم حاصل این عبارت ضربی را با استفاده از نماد 
اختراعی دانش آموزانم محاســبه كنيم. چون )5-2( توان عبارت 
a اســت، پــس می توانيم توان را به شــکل a a

a
÷ = ×2 5 2

5
1

هم بنویسيم و داریم: ( )+ ÷2 5
( )( ) ( )( )− − = + ÷ + ÷2 5 3 7 2 5 3 7

فرایند انجام این ضرب به شکل زیر ادامه پيدا می كند:
( )( ) ( )( )− − = + ÷ + ÷ =
× + ×÷ + ÷ × + ÷ ×÷ =
+ ÷ + ÷ + =
− − + =

2 5 3 7 2 5 3 7
2 3 2 7 5 3 5 7
6 14 15 35
6 14 15 35
12

با علامت ـ دیگر حتی لازم نيســت عبارت )7-3()5-2( را 
به شــکل)7- +3()5- +2( بنویســيم. تنها چيزی كه نياز داریم 
این اســت كه بدانيم، چه زمانی علامت های منها را در هم ضرب 
می كنيم. درواقع ما آن ها را نه به عنوان علامت تفریق، بلکه به عنوان 
علامت های 5 و 7 ضرب می كنيم. در حقيقت، پيش دانسته های ما 
از عددهای صحيح برای انجام همة محاسبه های عددهای صحيح 

كفایت می كند و نيازی به یادگيری قوانين جدید نيست.

نتیجة داستان
فکر كردن بــه عددهای منفی به عنــوان منهای عدد، یک 
انعطــاف فرایندی با خود به همراه مــی آورد. البته چون در نظر 
گرفتن منهای عددها به عنوان عددهای منفی ممکن است یک 
مانع مفهومی برای ورود دانش آموزان به جبر متغيرها ایجاد كند، 
از لحاظ آموزشــی باید در این موضوع احتيــاط كرد ]اصغری، 
2019[. آگاهی از اینکه چرا علامت – به كار می رود و چرا نسبت 
به علامت های مشابه خود بهتر است، ممکن است به دانش آموزان 
كمک كند، یک عدد منفی را به عنوان عددی مستقل ببينند؛ نه 
فقط به عنوان عددی حسابی كه به علامت منها مجهز شده است. 
در نهایت به دانش آموزانم گفتم از a- استفاده كنند تا بتوانند با 
دیگران ارتباط ریاضی وار برقرار كنند. بنابراین فقط گفتم: »از این 
لحظه به بعد، به جای ÷ از - اســتفاده می كنيم!« حالا به لطف 
این بازنگری، می توانم به شکل بهتری از نمادی كه اختراع كرده  

بودیم، به سمت نماد استاندارد حركت كنم.
پی نوشت ها

1. Common Core State Standards for Mathematics
2. integer
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